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Abstract

Fを棟数0の体，Gを群とする．群代数FGにブラケット積Vg］＝jg－

grを入れてできるリー代数［FGIの微分代数（FGのリー微分代数という）DerF・

lFG］と，群代数FGの結合代数としての微分代数DerFFGの2つの微分代数

を考えることができる．この論文では，位数12の4次交代群G＝A4の場合に，

リー微分代数についての考察を行う．

l Introduction

Fを棟数0の体とし，AをF Lの結合代数とする．A＝F［xLFt…‾l］に対

して，微分代数DerFAはそれぞれ古典的Witt代数，CenterlessVirasoro代数と

して良く知られているリー代数となる．その一般化も色々され（［判，［12］），さ

らにその自己同型群なども良く調べられている（［61，［71）．また，［3］では，A

が群代数の場合が調べられている．ブラケット積［らJ・］＝リノ一男＝こよりAを

リー代数と考えたものを［A］と表すとき［AIのリー代数としての微分（リー

微分）全体DerF［AIも考えることができるが［8］では，位数6の二面体群G

＝D3の場合，［9］では，位数8の二面休講G＝D4の場合，［10］では　位数

10の二面体群G＝Dsの場合，［11］では，位数8の4元数群Q。の場合をそれ

ぞれ調べ，DerFFGがDer，TFGIの直和因子になっていることが分かった．こ

の論文では．位数12の4次交代群G＝A4の場合のリー微分代数DerF［FGJ

について考察を行う．
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2　Preliminaries

この論文における記号は［8，9，10，1日のものを使うが，読者の便宜を図り，

必要な記号について説明をする．

標数0の体Fに対して，AをF上の結合代数，LをF上のリー代数とする．

Aに対して，新しい積［a，b］＝a・b－b・a（・はAにおける積）による代数を［A］

で表す（これはF Lのリー代数になる（［4，p．6］））．Fの元を成分にもつn次の

正方行列全体映n，勺から得られるリー代数をgl（n，り＝［映n，DIで表し，一

般線形リー代数といい，トレースが0のn次の正方行列全体から得られるリー

代数をsl（n，F）で表し，特殊線形リー代数という．また，有限群Gに対して，

その元を基底とするF上のベクトル空間に，Gの積を拡張したものを考えて

得られる結合代数を群代数といい，FGとかぐ

結合代数Aの任意の元らy∈Aに対して

∂（リ）＝∂（Xか＋X∂の

を満たすAの線形写像∂をAの微分といい，その全体をDerFAとかぐ　そし

て，F Lのリー代数Lの線形写像∂でLの任意の元X，y∈Lに対して

剖［らy］）＝［∂（X），y］＋［ら60）］

が成り立つものをLの微分といい，その全体もDerFLとかぐ　よって，結合

代数Aに対しては，DerFAの元とDerFlAIの元である2種類の微分を考える

ことができる．このと5，DerFlA］の元をAのり一微分という．また，L2＝

叩く［X，y］上，y∈L），Z（L）＝〈X∈LI任意のy∈Lに対して［X，yI＝0）を，

それぞれLの導来イデアル，Lの中心といい，ともにリー代数になる．

3　ThecascoftheAltermatinggroupA40forder12

4次の置換1→il，2→i2，3→i3，4→i4をp（高i，i4）と略記する．このとき，4

次交代群の各元はA4＝〈e，p（1342），p（1423），p（3241），p（4213），p（2431），p（4132），

p（2314），p（3124），p（2143），p（3412），p（4321）〉となる．ここで　e＝p（1234）は単
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位元である．このA4からできる群代数を以下A＝劇4とかく．

L＝［A］の基底A4＝（e，p（1342），p（1423），p（3241），p（4213），p（2431），p（4132），

p（2314），p（3124），p（2143），p（3412），p（4321））のブラケット積は（k可＝0，b），Xl

ニー［らy］，［e，刈＝0を除いて），次の35二日C2種類である．

由（1342），p（1423）］＝p（1234）－p（1234）＝0，

由（1342），p（3241）］＝p（4321）－p（3412），

由（1342），p（4213）］＝p（2314）－p（4132），

由（1342），p（2431）］＝p（3241）－p（2314），

由（1342），p（4132）］＝p（2143）－p（4321），

由（1342），p（2314）］＝p（3412）－p（2143），

由（1342），p（3124）］＝p（4132）－p（3241），

由（1342），p（2143）］＝p（3124）－p（2431），

由（1342），p（3412）］＝p（4213）－p（3124），

由（1342），p（4321）］＝p（2431）－p（4213）；

b（1423），p（3241）］＝p（2431）－p（3124），

巾（1423），p（4213）］＝p（3412）－p（4321），

け（1423），p（2431）］＝p（4321）－p（2143），

由（1423），p（4132）］＝p（3124）－p（4213），

b（1423），p（2314）］＝p（4213）－p（2431），

H，（1423），p（3124）］＝p（2143）－p（3412），

由（1423），p（2143）］＝p（4132）－p（2314），

b（1423），p（3412）］＝p（2314）－p（3241），

b（1423），p（4321）］＝p（3241）－p（4132）；

由（3241），p（4213）］＝p（1234）－p（1234）＝0，

由（3241），p（2431）］＝p（2143）－p（3412），

巾（3241），p（4132）］＝p（1342）－p（3124），

巾（3241），p（2314）］＝p（2431）‾p（1342），

巾（3241），p（3124）］＝p（4321）－p（2143），

由（3241），p（2143）］＝p（2314）－p（4132），

由（3241），p（3412）］＝p（4132）－p（1423），

由（3241），p（4321）］＝p（1423）－p（2314）；

由（4213），p（2431）］＝p（2314）－p（1423），

匝（4213），p（4132）］＝p（3412）－p（2143），

巾（4213），p（2314）］＝p（2143）一p（4321），

巾（4213），p（3124）］＝p（1423）－p（4132），

巾（4213），p（2143）］＝p（2431）－p（3124），

由（4213），p（3412）］＝p（1342）－p（2431），

由（4213），p（4321）］＝p（3124）－p（1342）；
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由（2431），p（4132）I

h（2431），p（2314）I

b（2431），p（3124）l

b（2431），p（2143）］

由（2431），p（3412）］

由（2431），p（4321）］

由（4132），p（2314）］

由（4132），p（3124）］

け（4132），p（2143）I

b（4132），p（3412）］

由（4日2），p（4321）］

由（2314），p（3124）］

由（2314），p（2143）］

巾（2314），p（3412）］

由（2314），p（4321）I

b（3124），p（2143）］

由（3124），p（3412）］

由（3124），p（4321）］

巾（2143），p（3412）］

由（2143），p（4321）］

巾（3412），p（4321）］

p（1234）－p（1234）＝0，

p（4321）－p（3412），

p（3241）－p（1423），

p（4213）－p（1342），

p（3124）－p（4213），

p（1342）－p（3124）；

p（1342）－p（4213），

p（3412）－p（4321），

p（1423）－p（3241），

p（3241）－p（2314），

p（2314）－p（1423）；

p（1234）－p（1234）＝0，

p（3241）－p（1423），

p（1423）－p（4132），

p（4132）－p（3241）；

p（1342）－p（4213），

p（2431）－p（1342），

p（4213）－p（2431）；

p（4321）一p（4321）＝0，

p（3412）－p（3412）＝0；

p（2143）－p（2143）＝0．

よって，簡単な計算により，Lの中心Z（L）は

Z（L）＝SP（e，p（1342）＋p（2431）＋p（3124）＋p（4213），

p（1423）＋p（2314）＋p（3241）＋p（4132），

p（2143）＋p（3412）＋p（432m

で　Lの導来イデアルL2は

L2＝Sp（p（1342）－p（2431），p（1342）－p（4213），

p（1423）－p（3241），p（1423）－17（4132），

p（2143）－p（4321），p（2314）－p（3241），

p（3124）－p（4213），p（3412）－p（4321））

であることがわかる．したがって，L＝L2㊥Z（L）が成り立つ．次に，

H二や毎（2143）－p（4321），p（3412）－p（4321）〉
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とおくと，HはL2の可換部分リー代数である．H上の1次形式a，lを次で定

義する．

a¢（2143）－p（4321））＝2，aO（3412）‾p（4321））＝4，

lO（2143）－p（4321））＝2，l（P（3412）－P（4321））＝‾2・

このとき，M＝L2をプラグソト積によりH－加群と考えると，次のように固

有空間に分解できる．

M＝H㊥M（α）㊥MU）㊥M（a＋l）

㊥研一a）㊥研一1）㊥順一a－1）

ここで，

映0）＝岬¢（2143）－p（4321），p（3412）－p（4321）），

M（a）＝やわ（1423）－p（2314）＋p（3241）－p（4132）ら

MW）二や〈p（1423）＋p（2314）－p（3241）－p（4132）），

M（a＋l）＝叩くp（1342）＋p（2431）－p（3124）‾p（4213）），

研一a）＝やわ（1342）－p（2431）－p（3124）＋p（4213）），

M（－1）二．（p毎）（1342）－p（243i）＋p（3124）‾p（4213）），

M（－a－B）＝SPu）（1423）－p（2314）－p（3241）＋p（4132））

である．したがって，

L2＝M≡sl（3，0

となることが分かる．よって，［9，定理3．1］と同様にして次の定理が成り立つ

ことがわかる．

定理3．1G＝A4，A＝FGとすると，次の同型が成り立つ．

DerFA＝InnF・A≡A／Z（A），

DerF－［A］≡DerFA㊥gl（4，F）・

よって，Fが代数的閉体の場合は，

DerFA＝InnFA≡sl（3，F），

DerF［AI≡S／（3，F）㊥g／（4，Fl・
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ここでInnFAの記号について説明をしておく．X，y∈Aに対して，

adxの＝リーyX

とすると，ad高まAの微分であり，この形の微分をAの内部微分といい，そ

の全体をImrAとかぐ［2，p．490］より，有限群から出来る群代数の微分は内

部微分に限るのでDerFA＝lnnFAが成り立つ．
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