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Abstract

Fを 標数 0の体,Gを 群 とする。群代数 FGに ブラケ ッ ト積
『

g]=カ

げ を入れてできる リー代数 [FG]の 微分代数 (FGの リー微分代数 とい

う )Derル [FG]と ,群代数 FGの結合代数としての微分代数 Derノ′FGの 2つ

の微分代数を考えることができる。位数 8の 二面体群 G=D4の 場合に,

Dc町デ[FD4]を 計算し,2つの微分代数の構造についての考察を行つた。

1 1ntroduction

Fを標数 0の体とする。/=F[∬],F[∬,J]]に対して,微分代数 Deし Иヽはそ

れぞれ古典的 WIt代数,centedess Virasoro代 数として良く知られているリー

代数となる。その一般化も色々され ([4]9[8]),さ らにその自己同型群なども

良く調べられている ([5],[6]).ま た,[2]で は,И が群代数の場合が調べられ

ている.ブラケット積 [α,b]=αb― わαによりИをリー代数と考えたものをИ]

と表すとき,[/]の リー代数としての微分 (リ ー微分 )全体 Derヵ [ヽИ ]に ついて

も調べることができるが,[7]で は,位数 6の二面体群 G=2の 場合を調べた。

この論文では,位数 8の二面体群 G=D4の 場合のリー微分代数 Derノデ[FG]に

ついての考察を行うことにする。

2 Pre‖ minar:es

この論文における記号は前回 [7]の ものを使うが,読者の便宜を図り,必

要な記号について説明をする。
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標数 0の体 Fに対して,/を F上の結合代数,ι を F上のリー代数とする.

そして,代数系の積を忘れて単にベクトル空間として考える場合はアンダー

ラインを付けて,それぞれ∠,■ と表すことにする.

F'上の結合代数∠イに対して,新 しい積 [α ,わ ]=α・わ―わ・α(0は Иにおける積 )

による代数を [/]で表す (これは F上のリー代数になる ([3,p。 6])).Fの元を

成分にもつ′次の正方行列全体 ν(4,F)か ら得 られるリー代数を gノ(4,F)=

[ν(4,F)]で表し,一般線形リー代数という。同様に,F上のベクトル空間 レ
/

の 1次変換全体 Endル ル
/か ら得られるリー代数を gノ(,o=[Enめル]で表し, これ

も一般線形リー代数といい,ト レースが 0の ′次の正方行列全体から得られ

るリー代数を sノ (′,F)で表し,特殊線形リー代数という。また,有限群 Gに

対して,その元を基底とする F上のベクトル空間に,Gの積を拡張したもの

を考えて得られる結合代数を群代数といい,FGとかく。

結合代数 /の任意の元 α,わ ∈Иに対して

δ(αb).=δ(α)b+αδ(b)

を満たすズの線形写像δをИの微分といい,その全体を Derル
,/と かく.そ して ,

F上のリー代数 ιの線形写像 δで ιの任意の元 島υ∈ Lに対して

δ([ム υl)=[δ(∬),y]十 [ム δ(y)]

が成り立つものをιの微分といい,その全体も Derだ んとかく.よ って,結合

代数Иに対しては,Dcr′デ/の元と Dcrだ [/]の元である 2種類の微分を考える

ことができる。このとき,Derノデ[/]の元をИのリー微分という。また,ι
2=

ψ{[ム y]|ヽ鶏y∈ ι},Zlん)={∬ ∈ιl任意のり∈ιに対して [∬,y]=0}を ,それ

ぞれιの導来イデアル,ん の中心といい,と もにリー代数になるが,これら

に対して,次の補題はよく知られている(証明は,例えば [7,補題 2.2]を参照 ).

δ∈ Dcrル Lヽに対して,

δ(ι
2)⊂ ι2,δ(4ι ))⊂ スι)

補題 2.1
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が成 り立つ.よ つて れ2∈ Derル ιヽ
2っ

倒ζゎ∈ Derだ晨ι)である.      ■

α∈Иに対 して,ad α∈ Endノギ∠を

ad α(b)=α b一 bα (b∈:И )

で定義 し,∬ ∈ ιに対 して,ad∬ ∈ Endル 二ヽを

ad∬ (y)=[∬,y](y∈:ι )

で定義する。 このとき,簡単な計算によ りad α∈ DerF И,ad∬ ∈ Derル ιヽであ

る事がわかる。ad α,ad∬ の形の微分を内部微分 といい,そ の全体 をそれぞ

れ Inn′ツ ,Innル んとかく.DcrだИ,Derだ んはそれぞれ Endル
,∠,Endル 上ヽの部分空間

ではあるが,結合代数にはならない.しかし,簡単な計算により,それぞれ

gノに),gノ (上)の部分リー代数になることがわかる ([3,p.81)。 このとき,И の微

分とリー微分について,次の命題が成り立つ.

命題 2.1[7,命題 2。 1]

InnルИ=Inn′〆[И ]≦ Derル /`≦ Derだ 7]

が成り立つ。

3 丁he case ofthe dihedral group D4 0f Order 8

群助 ={θ 9r,r2,″
3,s,sr,sr2,sr3}(s2=r4=(sr)2=1)が 位数 8の二面体群である.

これからできる群代数を以下 /=FD4と する。

まず,DcrF[И ]について考える.このとき,ι =И ]の基底 {θ 9r,″
2,r3,s,s″

,

sr2,sr3}の ブラケット積で 0にならないものは (ly,」 =― Lり]を除いて ),次

の 12種類である.

[″ぅS]=Sr3_sr,   [″ ,Sr]=S一 Sr2,

[″,sr2]=sr― Sr3,  [″ ,sr3]=sr2_s,

[/3,s]=sr S″
3,   [″ 3,sr]=Sr2_s,

[r3,sr2]=s″
3_sr,  [r3,sr3]=s_sr2,
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IS,S″ ]=″―″
3,    Is,s″ 3]=r3_″

.

Isr,sr2]=″
_″3,  [s″ 2,sr3]=r― ″3

よって,簡単な計算により,ι の中心晨ι)は

スι)=助θ{θ ,r2,″ +″
3,s+s″2,sr+Sr3}

で,ι の導来イデアルι
2は

ι2=:ソ {″―″
3っ s_sr2.sr.Sr3}

であることがわかる。よって,ι =ι
2①
晨ι)と なるので,補題 2。 1よ り

Dcrだん笙Dcrだん
2①
 Dcrル スι)

が成り立つ。また,

[r_r3,s_s″
21=_4(sr―

s″
3)

[s_∫″
2,s′ _々Sr3]=4(″ ―r3)

Is″
_s″3っ ″_″

3]=_4(s―
sr2)

なので ん
2=ψ

{″
_″3,s_sr2,s″ _s″3}は 3次元の単純リー代数となり,

Derだ ι2=Innだ ι2={ad αlα ∈ι
2}

が成 り立つ ([3,p。 74])。 そ して,Z(ι )は 5次 元 の可換 リー代数なので ,

Der′デZ(ι )=gノ (Z(ι ))笙 gノ(5,「 )と なる。以上より,δ ∈ Derノ′[И ]は δ=ad α+

/′ (α ∈ι
2,И ∈ gノ(4J))の 形にかける。ここで,И

′の∬∈ιにおける値は,∬

=わ +y(b∈ ι2,y∈ 晨ι))に対して ,

И′∬=/y

で与えられる。

次に Der″フ についてであるが,[1,p.490]よ り,有限群から出来る群代数の

微分は内部微分に限るので ,

DeヶИ={ad αlα ∈И}.

しかし,ベクトル空間として,/=上2①乙Jなので,

Derだ/={ad α
lα
∈ι2}笙 ι2

となる.以上より,次の定理が成り立つ。
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定理 3.l G=D4,∠イ=FGと すると,次の同型が成 り立つ。

Dcr′デ/=Inn//,

Dcrノィ[イ ]2≡ Dcrル ИOgノ(5,F).

よって,Fが 代数的閉体の場合は ,

Derノ「/=InnノデИ ttSノ (2,F),

Derノイ[И ]笙 Sノ(2,F)ogノ(5,F).
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